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Hinweise:

(i) Bitte schreiben Sie mit Kugelschreiber oder Fiiller in blauer oder schwarzer Farbe.

(ii) Bitte beginnen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt.
(iii) Fiillen Sie das Deckblatt bitte vollstéindig und lesbar aus.
)

(iv) Benutzen Sie nur Sidtze und Aussagen aus der Vorlesung oder von den Ubungszetteln
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Aufgabe 1: (5+5 Punkte)
Sei f: Q* — Q3 die lineare Abbildung, die beziiglich der Standardbasen durch

21 2 -6
A=11 1 -1 1
5 4 -1 -3

gegeben ist. Bestimmen Sie Basen von Ker f und Im f.

Aufgabe 2: (6+6 Punkte)

Sein > 1 und sei K ein Korper. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei vy, ...,v,41 € V
ein Erzeugendensystem von V', sodass {v1,...,vn11 \{v;} fiir alle i € {1,...,n + 1} ebenfalls ein
Erzeugendensystem von V ist. Zeigen Sie:

(i) Es existieren aq,...,an+1 € K\{0}, so dass Z?jll a;v; = 0.
(ii) Seien fi,...,Bn+1 € K Elemente mit Z?:Jrll ;0; = 0. Dann existiert ein v € K, so dass

Bi = vyay fir alle i € {1,...,n + 1} gilt. (Hierbei sind die «; die Elemente aus Teil (i).)

Aufgabe 3: (54842 Punkte)

Sei
-4 -4 —6
A= 8 2 =8
-2 0 4

(i) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A.
(ii) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume von A iiber C.

(iii) Ist A iiber R diagonalisierbar?

Aufgabe 4: (7 Punkte)

Sei K ein Korper und seien bo, ..., by, co,...,c, € K. Zeigen Sie:
1 0O ... 0 b,
0 1 oo 0 by
det =1—bycg — -+ —bycy,.
0 o ... 1 b
Cn Cpn—1 ... C3 1

Aufgabe 5: (6+10 Punkte)

Sei n > 1 und sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Sei f : V' — V ein Endomorphismus mit
f™ = 0. Zeigen Sie: Genau dann existiert ein Vektor v € V, sodass v, f(v), f2(v),..., f*"1(v) eine
Basis von V' bildet, wenn dim Ker f = 1.



Aufgabe 6: (7+6 Punkte)

Fiir eine lineare Abbildung F' : V' — W zwischen endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen setzen
wir rg F' = dimIm F'.

Seien Vi, V5 und V3 endlich-dimensionale K-Vektorrdume und seien f: Vi — Vo und g : Vo — V3
lineare Abbildungen. Zeigen Sie:

rg [ +rgg—dim Vs <rg(go f) < min(rgg, g f).

Aufgabe 7: (7 Punkte!)

Seien V' und W endlich-dimensionale K-Vektorrdume, und seien f,g : V — V und h : V - W
lineare Abbildungen. Ferner sei vy, ..., v, eine linear unabhéngige Teilmenge von V. Entscheiden
Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Falls f trigonalisierbar ist und f? diagonalisierbar ist, so ist f diagonalisierbar.
O wahr O falsch

{eeV*|p(w;)=0, i=1,...,n} ist Unterraum von V* der Dimension dimV — n.
O wahr [J falsch

Sind f und ¢ diagonalisierbar, so ist g o f diagonalisierbar.
O wahr O falsch

. b a
Seien a,b € K. Falls <0 b

) diagonalisierbar ist, so ist a = 0.

O wahr O falsch

Falls A injektiv ist und h(vy),..., h(v,) eine Basis von W, so ist vy, ..., v, eine Basis von V.
[0 wahr O falsch

Falls U C V ein Komplementérraum zu Ker h ist, so ist h|y injektiv.
O wahr O falsch

Sei vpq1 € (v1,...,0,). Dann gibt es ein ¢ € {1,...,n} mit

(V1,0 Vim1,Vig 1, -+ oy Uny Ung1) N (vg) # 0.

O wahr O falsch

1Fiir jede richtige Antwort gibt es einen Punkt, fiir jede falsche Antwort gibt es einen Punkt Abzug. Insgesamt
gibt es fiir diese Aufgabe aber mindestens 0 Punkte.



