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Aufgabe 1: (7+4 Punkte)

Bestimme eine Basis des Kerns und eine Basis des Bildes der linearen Abbildung f : Q3 — Q%,
deren Matrix beziiglich der Standardbasis durch

1 -4 1
1 3 -1

A= 4 —5 9 S M4><3(Q)
4 -2 0

gegeben ist.

Aufgabe 2: (5+5 Punkte)
Sei U C Q* der Unterraum, der von den Vektoren

1 —4 2
0
v = 3

y U2 = , U3 =

W W

-5 -2
erzeugt wird. Berechne eine Basis von U und bestimme einen Komplementérraum W von U.

Aufgabe 3: (6+2+5+2 Punkte)

Sei
0o 2 =3
A=1-4 6 -—-12
-2 2 -4

(i) Berechne das charakteristische Polynom von A.
(ii) Berechne die Eigenwerte von A iiber Q.

(iii) Berechne Basen der Eigenrdume von A iiber Q.
)

(iv) Ist A diagonalisierbar iiber Q7 Ist A trigonalisierbar?

Aufgabe 4:(10 Punkte) Zeigen Sie:

T a as ... Qp-1 1
ay T a ... Gp_1 1
1 n
a1 ag xr Ap—1
det n = H(w — a;)-
ai az asz ... T 1

al as as ce A, 1



Aufgabe 5: (8410 Punkte)

Sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Sei f : V' — V eine lineare
Abbildung.

(i) Zeige: f ist genau dann von der Form f = ¢-idy mit ¢ € K, wenn jeder Vektor v # 0 ein
Eigenvektor von f ist.

(ii) Zeige, dass f genau dann diagonalisierbar ist, wenn f*: V* — V* diagonalisierbar ist.

Aufgabe 6: (18 Punkte)

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f : V — V eine lineare Abbildung mit f~ = 0 fiir
ein N > 0. Zeige, dass f™ = 0 gilt.

Aufgabe T: (6 Punkte)

Seien V und W Vektorrdume iiber einem Koérper K und f:V — W, g: V — V lineare Abbildun-
gen. Ferner seien eq,...,e, € V und by,...b,, € W.

Entscheide ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind:

1) Sind f(e1),... f(e,) linear unabhingig, so sind ej...., e, linear unabhiingig.

2) Falls dim W = m, so ist f genau dann surjektiv, wenn by, ...,b,, € im f.
3) Falls g2 = 0 gilt, so ist dimkerg > 2 dim V.
4) Falls fog =0, so gilt im g = ker f.

5) Ist f o g surjektiv, so ist f surjektiv.

)
)
)
)
)
)

6) imgNker f =0 = dimim f = dimim(f o g).

Bei der Multiple-Choice Aufgabe gibt es fiir jede richtige Antwort 1 Punkt, und fiir jede falsche
Antwort -1 Punkt; insgesamt aber minimal 0 Punkte.



