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Musterlésung zur Probeklausur Lineare Algebra I

Aufgabe 1:

Das Gaussverfahren liefert (zum Beispiel)

1 -4 1 1 —4 1 1 -4 1
A 1 3 -1 _ o 7 =2 . 0o 7 =2
-4 -5 2 0 —21 6 0 0 0
4 -2 0 0 14 -4 0 0 0
1
Eine Basis des Kerns ist also | 2 |. Das Bild von f ist also 2-dimensional. Eine Basis ist z.B. durch
7
1 —4
1 3
—41"1-5
4 —2
gegeben.
Aufgabe 2:
Das Gaussverfahren (mit Spaltenumformungen) liefert
1 -4 2 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 00
03—1_>O3—1_>030_>030_>010
3 3 1 3 156 =5 3 15 0 3 15 0 3 50
-5 4 -2 -5 —-16 8 -5 —16 8 0 0 1 0 01

Die Vektoren sind also linear unabhéngig und vy, v, vs ist eine Basis von U. Ein Komplementérraum

von U ist z.B.

o= O O

Aufgabe 3:

(i) xa=X3—2X2 42X —4= (X —2)(X2+2) € Q[X].

)
(ii) Der einzige rationale Eigenwert von A ist A\ = 2.
(iii) Eine Basis des Eigenraums zum Eigenwert 2 ist (1, 1,0).
)

(iv) Die Matrix A ist weder trigonalisierbar noch diagonalisierbar.



Aufgabe 4:

Subtrahiert man von der i-ten Zeile die letzte Zeile, so ergibt sich:

r a Qy ... Gp_1 1 r—a, a1 —as G —G3 ... Qp_1—a, 0

aq r as ... Gp_1 1 0 r—ay ay—az ... Gp_1—a, 0O

ai  as T ... Gp_1 1 0 0 T —a cee Qp_1—G 0
det " = det 3 " "

ai az asz ... T 1 0 0 0 T — ap 0

a, as ag ... an 1 ay as as . an 1

Entwickeln nach der letzten Spalte ergibt

r—a a1 —az a2 —asz ... Ap—1 — Qp
0 T — a2 as —asz ... ap—1 — an n
= det 0 0 rT—as ... Qp_1— Gnp :H(xfai).
0 0 0 T —anp

Aufgabe 5:
(i) Sei f =c-idy fiir ein c € K und 0 # v € V. Dann gilt f(v) = ¢ v. Also ist v Eigenvektor.

Sei umgekehrt jeder Vektor v # 0 Eigenvektor von f. Wir bezeichnen den zugehorigen Eigenwert
mit ¢, (also f(v) = ¢,v) und zeigen, dass ¢, = ¢, fiir alle v,w # 0 gilt. Daraus folgt dann die
Behauptung.

Falls v und w linear abhéingig sind, so gilt w = Av fiir ein A € K und somit

cow = f(w) = f(A) = Af(v) = Aeyv = cw.

Also ¢, = ¢y, da w # 0.
Falls v und w linear unabhéngig sind, so gilt

Cotw¥ + Coppw = flv+w) = f(v) + f(w) = cpv + cuw.

Es folgt (Cytw — )V + (Cotw — ¢w)w = 0. Da v und w linear unabhingig sind, gilt ¢, = ¢yt = Cr-

(ii) Sei by, ..., by, eine Basis von V, sodass f(b;) = A;b; fiir A1,..., A, € K. Definiere b3, ...,b € V*
durch
1 i
R T
0 i#j7.
Dann ist b3, ...,b% eine Basis von V* (vergleiche Aufgabe 3, Blatt 6). Fiir diese Basis gilt

fr(bi) 2 b — b7 (f(by)) = b} (A;by) = {gl L

P F ]
also f*(b;) = A\;bf. Demnach ist f* diagonalisierbar.
Sei umgekehrt f* diagonalisierbar. Dann ist f** = (f*)* : V** — V** nach dem eben Gezeigten
diagonalisierbar. Sei ® : V. — V** v — (¢ — ¢(v)) der Isomorphismus aus Aufgabe 3, Blatt 6.
Dann gilt ® o f = f** o @, denn fiir alle v € V und ¢ € V* gilt

(f())(p) = o(f(v)) = [H(D)(v) = 2(v)(f*(p)) = 7 (2(v)) ().
Demnach ist f = &~ o f** o ®. Also ist f diagonalisierbar, da f** diagonalisierbar ist.



Aufgabe 6:

Fiiri > 0seilU; =im f* C V und Uy = im f° = imidy = V. Dannist U; C U;_y und f : U;_1 — U;
surjektiv.

Sei i > 1, sodass U; # 0 gilt. Wir zeigen durch Widerspruch, dass dim U; < dim U;_; gilt:
Angenommen dies ist nicht der Fall, dann gilt dimU; = dimU;4q (da U; D U;11). Deswegen
ist fly, : Ui — U;y1 ist eine surjektive Abbildung von Vektorrdumen gleicher Dimension, also
ein Isomorphismus und insbesondere U; = U;y1. Es folgt, 0 # U; = Ujy1 = --- = Uy = 0,
Widerspruch.

Wir haben gezeigt, dass dim U; < max(0,dimU;_; — 1) gilt, also

dim U,, < max(0,dim U, — 1) < max(0,dimU,,_3 — 2) < -+ < max(0,dim Uy — n) = 0.
Also gilt dim U,, = 0 und somit f* =0
Aufgabe 7

1) wahr

2) falsch

3

5) wahr

6

)
)
)
4) falsch
)
) falsch



