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Musterlésung zur Klausur Lineare Algebra I

Aufgabe 1:

Zunichst berechnen wir eine Basis von Ker f. Das Gaussverfahren liefert (zum Beispiel):

2 1 2 -6 11 -1 1 11 -1 1 10 3 -7
11 -1 1}—-(21 2 —-6]—-|0 -1 4 —-8|—-|0 1 —4 8
5 4 -1 -3 5 4 -1 -3 0 -1 4 =8 00 0 O
Eine Basis von Ker f ist also z.B.:

-3 7

4 -8

11710

0 1

Aus der Dimensionsformel folgt, dass das Bild von f die Dimension 2 haben muss. Also bilden zwei
linear unabhéngige Spaltenvektoren von A eine Basis von Im f. Eine solche Basis ist z.B. durch

2 1
11, |1
5 4
gegeben.
Aufgabe 2:
(i) Die Vektoren vy, ..., v,4+1 sind linear abhéngig, da n + 1 Vektoren in einem n-dimensionalen
Vektorraum immer linear abhéngig sind.
Folglich existieren g ...,a,4+1 € K, sodass Z?jll a;v; = 0, aber nicht alle a; = 0. Wir

zeigen durch Widerspruch, dass alle a; # 0 sind:

Sie a; = 0 fiir einen Index j. Dann ist Z?:ll i 06V = 0 eine nicht-triviale Darstellung der

0 durch die Vektoren {v1,...,v,.1}\{v;}. Es folgt, dass diese Teilmenge linear abhiingig ist.
Nach Annahme ist diese Teilmenge aber auch ein Erzeugendensystem des n-dimensionalen
Vektorraums V', und somit eine Basis, da sie aus n-Elementen besteht. Widerspruch.

(ii) Betrachte die lineare Abbildung f: K" — V| die durch

n+1
filar,. .. ang1) — Zaivi
i=1
gegeben ist. Da vq,...,v, ein Erzeugendensystem von V ist, ist die Abbildung f surjektiv

und es gilt dimKer f = dim K" — dim V' = 1. Ferner ist 0 # (aq,...,a,41) € Ker f, also
ist (a,...,@nt+1) eine Basis von Ker f. Es folgt, dass jeder Vektor (5i,...,08,+1) € Ker f
von der Form v (a1, ..., ap4+1) fir ein v € K ist.



Aufgabe 3:
(1) xa=X%—-2X2 44X -8 = (X —2)(X2+4) = (X — 2)(X — 2/)(X + 2i) € C[X].

(ii) Die Eigenwerte von A sind: \; = 2, Ay = 2i, A3 = —2i. Die entsprechenden Eigenriume

sind:
1 2—i 24
V(A,2) = < -3 >7 V(A,2) = < —4 >, V(A,—2i) = < —4 >
1 1 1

(iii) Die Matrix A ist iiber R nicht diagonalisierbar, da das charakteristische Polynom iiber R
nicht in Linearfaktoren zerfillt.

Aufgabe 4:
Beweis durch vollstandige Induktion:

det (1 b2> =1- bQCQ.

Fiir n = 2 gilt:

Co 1

Induktionsschritt: Die Behauptung gelte fiir n — 1. Entwickeln nach der ersten Spalte ergibt:

(1) (1) 8 bb" 1 ... 0 by, 0 ... 0 b,
B ! : " : : 1 0 bn
det | : oo ol =1-f Co o =D) e .
0 0 ... 1 b 0 Lob
Cn—1 Co 1 0 1 b2
Cn Cp_1 ... Co 1

Mit InduktionsVoraussetzung und Entwickeln nach der ersten Zeile ergibt dies

1 ... 0
= 1—b262—~-~—bn_1cn_1+(—1)"cn~(—1)"_1bn~det e, ) = 1—boco—...by_1Cn_1—bpcy.

Aufgabe 5:

Sei v, f(v),... " 1(v) eine Basis von V. Dann sind die Bilder dieser Basisvektoren ein Erzeugen-
densystem von Im f. Es folgt, dass das Bild von f durch f(v), f2(v),..., f* 1(v), f*(v) erzeugt
wird. Nach Voraussetzung ist f™(v) = 0 und f(v),..., f*"!(v) linear unabhiingig. Folglich ist
f),... f*"1(v) eine Basis von Im f und es gilt

dimKer f =dimV —dimIm f=n—-(n—1) = 1.

Sei nun dim Ker f = 1 und sei U; = Im f*. Dann gilt U; 1 CU; und f|y, : U; — U;4q ist surjektiv.
Die Dimensionsformel ergibt

dim Ui+l = dim Ui — dlm(Kerf N Ui),

also dimU;y; € {dimU;,dim U; — 1}. Falls dim U;41 = dim U;, so folgt U; = U;41 und (verglei-
che die Musterlosung zu Aufgabe 6 der Probeklausur) U; = U;y; = --- = U, = 0. Daher gilt



dim Im f* = n—i und (nach Dimensionasformel) dim Ker f* = i. Also haben wir die folgende Kette

von Inklusionen:
VOKerf" ' DKer f"?2.-- DKerf2D0.

Sei v € V\Ker f*~1. Wir zeigen, dass v, f(v),..., f* (v) linear unabhéingig ist, also eine Basis
bildet, da V' die Dimension n hat. Sei

n—1
0= Z a;f'(v)
i=0

eine Linearkombination der 0. Wir zeigen mit vollstdndiger Induktion, dass alle o; = 0 sind.
Induktionsanfang: Nach Annahme gilt f*~!(v) # 0 und f"(v) = 0. Es folgt:

0= fn—l(zz;_ol Otifi(’l}» _ Oéofn_l(’l)),

und somit ag = 0.
Induktionsschritt: Sei ag = -+ = a;j—1 = 0. Dann ist

n—1
0="> aif'(v),
i=j

und somit .
0= (Y i) = a7 w),
also a; = 0.

Es folgt ag =+ = a,—1 = 0. Also ist v, f(v), ..., f"1(v) linear unabhéngig.

Aufgabe 6:
Es gilt Im(g o f) C Img, also rg(go f) =dimIm(go f) < dimImg =rgg.
Ferner gilt Ker f C Ker(go f), alsorg(go f) = dim V; —dim Ker(go f) < dimV; —dimKer f =rg f.
Es folgt:
rg(g o f) < min(rgyg, rg f).
Die Dimensionsformel, angewendet auf gy, 5 liefert:

dim Im(g|im ¢) = dimIm f — dim Ker(g|mm f)-

Nun gilt Im(g|im f) = Im(g o f) und Ker(g|ims) = Kerg NIm f C Kerg. Durch nochmaliges
Anwenden der Dimensionsformel folgt:

rg(go f) = dimIm f — dim Ker(g|im f) > rg f —dimKerg =rg f + rgg — dim V5.

Aufgabe T:
1) falsch



