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Lineare Algebra I
Weihnachtszettel!

Aufgabe 1:
Sei K ein Korper und seien A, B,C, D, XY, Z, W € M, (K). Betrachte die Blockmatrizen

(& 2) (7 w) e

Ferner bezeichne 0 € M, (K) die Nullmatrix. Zeige:
(i)
A B\ (X Y\ [(AX+BZ AY +BW
C D)\zZz W) \CX+DZ CY+DW)"

det (g g) — (—1)" det(B) det(C).

(i)

(iii) Sei nun eine der Matrizen A, B, C, D invertierbar. Zeige:

det(DA — CA=1BA) falls A € GL,(K)

et (A B) _ J(=1)"det(CB— DB~'AB) falls B € GL,(K)
C D (=) det(BC — AC~'DC) falls C' € GL,(K)
det(AD — BD~1CD) falls D € GL,(K)

(iv) Sei det A =det B = det C' = det D = 0. Folgt daraus, dass
A B
=07
det <C’ D) 07

Aufgabe 2:

Sei G={E,F,I,J,K,L,M,N} die 8-elementige Gruppe aus Aufgabe 3 von Blatt 10. Zeige, dass
es keine zu G isomorphe Untergruppe von GL2(R) gibt.

Aufgabe 3: Sei K ein Korper, A = (a;j) € Mpmxn(K) eine Matrix und 0 < r < min(m,n). Eine
Matrix A" € M, (K) bezeichnet man als eine Teilmatrix von A, wenn es r-elementige Teilmengen
IC {17 . ,m} und J C {1, - 7’I’L} gibt mit A = (aij)ieI)jeJ.

Sei r maximal gew#hlt mit der Eigenschaft, dass es eine Teilmatrix A" € M,.(K) von A gibt mit
det A’ # 0. Zeige: rg A = .

Aufgabe 4

Sei A € GL,,(Q) eine Matrix, deren Eintriige ganze Zahlen sind. Zeige: Die Eintrige von A~! sind
genau dann simtlich ganze Zahlen, wenn det A € {1, —1}.

1Dieses Ubungsblatt muss nicht abgegeben werden und wird nicht bepunktet.



Aufgabe 5: Sei n > 2. Eine Transposition 7 € S,, heifit elementar, falls 7 = 7;,4; fiir ein
i€ {l,...,n—1}. Fir o € S, sei £(o) das Minimum aller » > 0, so dass sich o in der Form
0 =11 -+ - T, mit elementaren Transpositionen 7; schreiben 148t. Sei

d(o) =#{(i,j) e N[1<i <j<n, o(i) >0a(j)}
(i) Zeige, dass stets £(o) = d(o) gilt.

(Hinweis: Zeige, dass d(70) = d(o) =1, wenn 7 eine elementare Transposition ist und folgere
{(0) > d(o). Durch Induktion nach d(o) zeigt man dann ¢(o) < d(0)).

(ii) Zeige, dass es ein eindeutig bestimmtes Element wy € S,, von maximaler Linge gibt (also
L(wg) > L(0) fiir alle o # wp) und bestimme ¢(wy).

(iii) Sei U, C GL,(K) die Untergruppe von Aufgabe 3 Blatt 9. Zeige, dass {A —E | A€ U,} C
M, (K) ein Untervektorraum der Dimension £(o) ist. Hierbei bezeichnet E € M, (K) die
Einheitsmatrix.

(iv) Folgere aus (i), die Gleichung

det P, =HM-

| — 1
1<j J

(v) Formuliere die Aussage von (iv) mit Hilfe des Begriffes des Fehlstandes.

(Ein Paar (i,7), 1 <1i < j < n heifit Fehlstand der Permutation o, falls o(i) > o(j).)

Ein frohes Weihnachtsfest und alles Gute fir das Jahr 2012!
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