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Aufgabe 1:
Die lineare Abbildung f : Q* — Q? werde beziiglich der Standardbasen durch die Matrix

4 -1 -4 2
A=1|5 4 9 27
1 2 5 11

beschrieben. Durch welche Matrix wird f beziiglich der durchnummerierten Basen

1 1 2 2
1 0 1 2
di=1 =] d=|_1| d=|_,
1 1 3 3
von Q* und
1 1 1
€1 = 3 , €0 = 10 , €3 = 5
1 4 2

von Q3 beschrieben?

Aufgabe 2:

Sei V ein zwei-dimensionaler R-Vektorraum und sei aq, as eine Basis von V. Betrachte die Vektoren

by = a1, by =—3a1 + ?am by = —3a; — §a2
aus V.
(i) Zeige, dass by, by eine Basis von V ist. Stelle b3 als Linearkombination von by und bs dar.

(ii) Die linearen Abbildungen f,g:V — V seien definiert durch

f(b1) = b g(b1) = by
f(b2) = by g(bg) = bs.

Bestimme f(b3) und g(bs).
(iii) Berechne die Matrizen
ca(f), i(9)s cA(fog), B(f), cBle), cB(fo9). cBlgof)

beziiglich der durchnummerierten Basen A = (a1,a2) und B = (b1, ba).



Aufgabe 3:

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei V* = Hom(V, K) der Dualraum von V.
Zeige:

(i) Bilden die Elemente by, ...,b, eine Basis von V, so sind die Elemente ¢1,...,¢q € V*, die
durch
0 ,i#y
ti(b;) = {1 o
aZ - .]

definiert sind, eine Basis von V*.

(ii) Die Abbildung ® : V — (V*)*, x +— £, mit £,.(f) = f(z) fir alle f € V* ist ein Isomorphis-

mus.

Sei nun f : V — W eine lineare Abbildung von endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen. Wir
definieren die Abbildung f*: W* — V* durch f*(¢) = {o f fiir £ € W*.

(iii) Zeige, dass f* eine lineare Abbildung ist.

(iv) Zeige, dass f* genau dann injektiv ist, wenn f surjektiv ist, und f* genau dann surjektiv ist,
wenn f injektiv ist.

Aufgabe 4:
Sei K ein Koérper und
W = K" = {a = (a;)ien | a; € K} sowie
V=K = {(a;)ien € W | a; = 0 fiir fast alle i}.
(i) Fira € W sei f, : V — K gegeben durch

fa:b=(bi)ien — Z¢>1 a;b;.

Zeige, dass die Abbildung ¥ : W — V*, a — f, ein Isomorphismus ist.
(ii) Zeige dass die Abbildung ® : V — (V*)* aus Aufgabe 3 (ii) injektiv aber nicht surjektiv ist.

Anleitung: Betrachte die Komposition U=U*0d:V - W* und zeige, dass eine Abbildung
g : W — K im Bild von U bereits eindeutig durch die Einschrinkung glv bestimmt ist.
Anschliefend darf benutzt werden, dass eine Basis von V zu einer Basis von W erginzt
werden kann.
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