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Aufgabe 1:

Sei A ein noetherscher Ring, und seien I, J C A Ideale.

i) Falls A vollstindig beziiglich der I-adischen und J-adischen Topologie ist, dann ist A auch
vollstandig beziiglich der I + J-adischen Topologie.

ii) Falls A vollstindig beziiglich der I-adischen Topologie ist, und J C I gilt, dann ist A auch
vollstandig beziiglich der J-adischen Topologie.

Aufgabe 2:

Sei k ein Korper, und sei A = k[T, ...,T,] der Polynomring in n Unbestimmten {iber k. Sei I =
(Ty,...,T,) das von Ti,...,T, erzeugte Maximalideal. Zeige, dass die I-adische Komplettierung
von A mit dem Potenzreihenring k[T7, ..., T,] tibereinstimmt.

Aufgabe 3:

Sei Q,{{T'}} = Zp[T] ®z, Qp. Zeige, dass die Q,-Algebren Q,{{T'}} und Q,[77] nicht isomorph
sind. Folgere, dass Komplettieren im Allgemeinen nicht mit Lokalisieren vertauscht, und dass der
lokalisierte Ring nicht notwendig vollstindig ist.

Aufgabe 4:

Betrachte den Ring A = C[X,Y]/(Y?—X?(1+ X)) und das von den Restklassen von X,Y erzeugte
Maximalideal [ in A.

i) Skizziere die Losungen der Gleichung Y2 — X?(1 + X) = 0 im R2.
ii) Zeige, dass die Vervollstindigung A von A an I isomorph ist zum Ring C[[S,T]/(ST).

Tip: Der Ring A entsteht aus C[X] durch formales Hinzufiigen einer Wurzel aus X2(1+ X). Zeige,
dass das Polynom X?(1 + X) bereits eine Wurzel in C[X] besitzt.

Bemerkung: Dieses Beispiel zeigt auch, dass die Vervollstdndigung eines Integritétsbereichs nicht
notwendigerweise wieder ein Integritétsbereich ist.

Jede Aufgabe gibt 5 Punkte.
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